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	Ejemplos de movimientos armónicos simples



1. Péndulo. Un péndulo simple consiste en una cuerda o barra de masa nula, de longitud  l  sujeta en uno de sus extremos a un soporte rígido y atada en el otro a una “objeto puntual” de masa  m. Sea    el ángulo (medido en radianes) que la cuerda forma con la vertical.
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En la figura 1 se observa que la fuerza que tiende a llevar a la masa a su posición de equilibrio es la fuerza paralela a la trayectoria (la trayectoria de la partícula es un arco de circunferencia de radio  l) de la partícula, que viene dada por:
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Figura 2

. Oscilaciones de una tuerca

 

sujeta a cintas elásticas

 

                              (1)

El signo menos significa que la fuerza está en la dirección contraria a la dirección    positiva. Si    es pequeño, podemos desarrollar a sen  es serie de Taylor:
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Observemos que la fuerza  F//  no es una fuerza lineal (esto es, la fuerza de restitución no es proporcional al ángulo   que mide su separación de la posición de equilibrio). El movimiento del péndulo si bien va a ser oscilatorio no será un movimiento armónico simple. Sin embargo, si   es lo suficientemente pequeño, podemos despreciar todos los términos de la ecuación  (2) salvo el primero que es  . En esta situación, la fuerza es lineal y el movimiento será un MAS.  ¿Qué quiere decir suficientemente pequeño? Esta pregunta no tiene una respuesta universal, todo depende de la precisión con la cual se va a medir el período o la frecuencia de oscilación. Por ejemplo si la amplitud del ángulo es   = 0.10 rad (( 5,7º) , sen = 0.0998. Para  = 1.0 rad (( 57.3º) , sen = 0.841. En algunos problemas la aproximación  0.0998 ( 0,1000 puede ser una aproximación mediocre (la diferencia, expresada en porcentajes, de estos dos números es de 0,2%),mientras que en otros problemas la aproximación 0.8 ( 1 puede ser satisfactoria. 

Si la amplitud del ángulo de oscilación es lo suficientemente pequeño para que el  error que se cometa sea tolerable se  puede hacer la aproximación:
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En esta aproximación la fuerza de restitución, viene dada por:
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y el movimiento resultante será un MAS.

Para encontrar la frecuencia angular de oscilación podemos utilizar la relación: 

2 = fuerza de restitución(módulo) por unidad de desplazamiento por unidad de masa            (4)

Cuando la cuerda forma un ángulo    con la vertical, la partícula se ha desplazado una distancia  l  de su posición de equilibrio. Mediante le relación (4) obtenemos para el cuadrado de la frecuencia angular la siguiente expresión:


[image: image5.wmf]l

g

m

)

l

(

mg

2

=

=

q

q

w
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2. Tuercas y bandas elásticas. En la figura 2 se muestra una tuerca de masa  m  atada a dos soportes rígidos mediante dos cintas elásticas idénticas que tienen una masa nula (es decir, pequeña comparada con la de la tuerca). La fuerza necesaria para estirar  a la cinta desde su longitud natural  a0  hasta la longitud  a, viene dada por   T0 = k(a – a0), donde  k  es una constante a la que podemos llamar “constante de la banda elástica”.

[image: image20.jpg]En la situación que se muestra en la figura 2, la masa  m  está en reposo y la longitud de la cinta es  a. El sistema se verá casi horizontal si el peso de la tuerca es pequeño comparado con la tensión  T0. 

La masa  m  tiene tres grados de libertad de traslación: puede desplazarse en la dirección  x (paralelo a la cinta) dando lugar a una oscilación longitudinal. Puede desplazarse también en las direcciones  y  o  z, dando lugar a oscilaciones transversales. Si se retuercen las bandas elásticas, la tuerca puede adquirir una oscilación torsional en la que se alternan giros en el sentido, o en contra, de las agujas del reloj.

Si le pegamos a la tuerca con un martillo podemos excitar todos los tipos de oscilaciones de la tuerca (sus oscilaciones longitudinales, transversales y la torsional) y la tuerca adquirirá un movimiento sumamente complejo. Sin embargo, es razonable pensar que si desplazamos la tuerca a lo largo del eje  x, y luego la soltamos el movimiento continuará a lo largo del eje  x  y que si desplazamos la tuerca a lo largo del eje y, y luego la soltamos el movimiento será a lo largo del eje  y.
Oscilaciones longitudinales a lo largo del eje  x. En el equilibrio, cada una de las cintas tiene una longitud  a  y ejerce sobre la tuerca una fuerza  T0  que viene dada por:

T0 = k(a – a0)                                                             (6)

Ubicamos el origen de coordenadas (x = 0) en la posición de equilibrio de la tuerca. Si la cuerda se desplaza una distancia  x  a la derecha de  O, la banda elástica de la izquierda le ejercerá una fuerza hacia las  x  negativas que viene dado por  -k(a + x - a0). El signo (-) en esta expresión es porque el sentido de la fuerza está en la dirección de las x  negativas. La cinta de la derecha le ejercerá una fuerza  k(a – x - a0)  en el sentido de las  x   positivas. La fuerza total  Fx  en la dirección  x   es la superposición de estas dos fuerzas:

Fx = -k(a+x-a0) + k(a-x-a0) = -2kx                                          (7)

Si  x  es positivo (la tuerca se desplaza hacia la derecha) el sentido de la fuerza  Fx  es hacia la izquierda, esto es, trata de llevar a la tuerca a su posición de equilibrio. La fuerza (7) es una fuerza restauradora lineal y el movimiento que tendrá lugar será un MAS.

La fuerza de restitución por unidad longitud y unidad de masa, viene dada por:

fuerza de restitución por unidad de longitud y unidad de masa = 
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Por consiguiente, la frecuencia angular de las oscilaciones longitudinales  l  viene dada por:
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Oscilaciones transversales. Aproximación de pequeñas oscilaciones.. Vamos a estudiar ahora el movimiento de la tuerca a lo largo del eje  y. En la figura 3 se muestra a la tuerca desplazada una distancia  y  hacia arriba. En esa posición, cada cinta tiene una longitud  l  y ejercen, cada una, una fuerza cuyo módulo es:   
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T = k(l – a0)                        (9)

De la figura 3  se tiene que:
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Si  y << a, utilizando el desarrollo el binomio, encontramos que:


[image: image9.wmf]ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

...

a

y

2

1

1

a

l

2

           (11)

Si el desplazamiento transversal  y  es pequeño comparado con la longitud  a, entonces  l  difiere de  a  en  el factor  (y/a)2, una cantidad de segundo orden con respecto a la cantidad pequeña  (y/a).

Si reemplazamos (11) en (6) obtenemos:

T = k(l – a0) =
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Si se desprecia a los términos de segundo orden y superiores en  (y/a) (aproximación de pequeñas oscilaciones), se tiene que:
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Esta ecuación implica que para pequeñas oscilaciones podemos ignorar cualquier aumento de la tensión de la cuerda cuando la tuerca está oscilando.

La componente  y  de la fuerza que actúa sobre la tuerca es:
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donde  sen = y/l (ver figura 3)

En la aproximación de pequeñas oscilaciones  l ( a, esto es,  sen ( y/a, por lo tanto:
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En esta aproximación la fuerza es directamente proporcional al desplazamiento y el movimiento resultante será un MAS, con una frecuencia angular  t que viene dada por:


[image: image14.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

=

a

a

1

m

k

2

m

)

y

(

F

0

y

2

t

w

                                                  (14)

En el caso de las oscilaciones pequeñas de una cuerda de caucho, donde  a0/a  no es despreciable, las oscilaciones transversales son más lentas que las oscilaciones longitudinales:
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En la ecuación (15)  Tt  y  Tl  son los períodos de las oscilaciones longitudinales y transversales de una cuerda de caucho.

Aproximación del slinky. Supongamos que en lugar de tiras elásticas la tuerca está suspendida por dos resortes del tipo slinky. Un slinky es un resorte en hélice que tiene una longitud en reposo  a0  de algunos pocos centímetros (aproximadamente 10cm) y puede ser estirado hasta una longitud de varios metros (aproximadamente 6m). En esta aproximación, la frecuencia de las oscilaciones transversales es la misma que la de las oscilaciones longitudinales de la tuerca sujeta por cintas elásticas, ecuación (8).

3 Vibraciones acústicas. Consideremos una botella como la que se muestra en la figura  que tiene un gran volumen  V0  y un cuello estrecho de longitud  l  y sección  S. El volumen del pico  lS  es muy pequeño comparado con  V0. La botella está abierta a la atmósfera que tiene una densidad  0. 

Helmholtz ha encontrado una de las oscilaciones libres que puede realizar este sistema suponiendo que el aire en el cuello se mueve hacia adentro y afuera como un pistón sólido mientras que el aire en el gran volumen de la botella se comprime y expande de manera alternativa como si fuera un resorte (ver figura 4).
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Figura  4. Un oscilador acústico. Un cálculo aproximado de la frecuencia supone que el aire en el cuello oscila mientras que el aire en el bulbo tiene un comportamiento similar a un resorte.

Si la masa de aire  m  en el interior del cuello se desplaza una distancia  x  hacia la derecha como se muestra en la figura 4 la presión interna desciende y como resultado se obtiene una fuerza que trata de llevar a esta masa de aire a su posición de equilibrio. Esta fuerza de restitución  Fx  se debe a la diferencia de presión  p  y viene dada por: 

Fy = S p,                                                                   (16)

donde  S  es la sección del cuello de la botella.

La variación de presión  p  se relaciona con  la variación de volumen  V, a través del módulo de compresibilidad  B  del gas (ver Tipler, Física, tercera edición, p.337, editorial Reverté):
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La variación de volumen viene dada por. V = Sx y por lo tanto:
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La masa del aire en el cuello de la botella es  m = 0Sl. Por lo tanto, la frecuencia angular    viene dada por

2 = fuerza de restitución por unidad de desplazamiento y unidad de masa

 = 
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donde  c = 
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 es la velocidad del sonido en el aire. 

Para una botella abierta a la atmósfera, c ( 340m/s, y de dimensiones (V0 = 103m3, S = 10-4m2, l = 5x10-2m) se tiene   ( 500 s-1 o  f  ( 80 Hz. Si se sopla suave y sostenidamente la boca de la botella se obtiene un sonido de esta frecuencia aproximadamente. 
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