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	OSCILACIONES LIBRES DE SISTEMAS CON DOS GRADOS DE LIBERTAD
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Oscilaciones de dos masas acopladas. La Fig.1 muestra 2 tuercas idénticas unidas entre sí y suspendidas entre dos soportes rígidos por cuerdas elásticas flexibles de longitud a. Estudiaremos solamente las oscilaciones transversales en el plano  xy (el plano del papel). El sistema tiene, entonces, solamente dos grados de libertad. Esto significa que para describir su movimiento solamente son necesarias dos variables 1 y 2, que miden los desplazamientos transversales, paralelos al eje  y, de las tuercas  1  y  2, respectivamente.

El movimiento completo de un sistema de dos grados de libertad presenta un aspecto bastante complejo. En general, ninguna de sus partes se desplaza con un movimiento armónico simple. Sin embargo se puede mostrar, en la aproximación de pequeñas oscilaciones, que el movimiento más general es la superposición de dos movimientos armónicos simples. Estos dos movimientos armónicos simples (que describiremos más abajo) se denominan modos normales o solamente modos. En la aproximación de pequeñas oscilaciones ( << a), se puede suponer que la tensión de la cuerda  T  en movimiento es la misma que su tensión en el equilibrio T0. 

Propiedades de un modo. Si el sistema se excita adecuadamente el sistema se mueve en uno sólo de sus modos. En este caso cada una de las partes móviles efectúa un movimiento armónico simple. Si se excita uno sólo de sus modos, por ejemplo el modo 1, el movimiento de las masas  1 y 2  se puede describir matemáticamente de la siguiente forma:
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Figura 8.

 Movimiento complicado del sistema

 

después de dejarlo solo.

 

 


Observemos que las dos tuercas oscilan con la misma frecuencia y la misma constante de fase. De la misma manera, para el modo 2, las ecuaciones de movimiento de las dos masas  a  y  b  son:
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Cada modo presenta su propia frecuencia característica: 1, para el modo 1; 2, para el modo 2. En cada uno de los modos el sistema presenta una configuración o forma particular. De ahí la palabra modo para describir a estos movimientos.

En la Fig.2 se muestran los dos modos normales de oscilación del sistema de dos tuercas. En el modo1, la banda elástica central no está estirada y las dos tuercas se mueven exactamente de la misma forma (A2 = A1). En el otro modo, que llamaremos 2, las dos masas se mueven siempre en direcciones opuestas (B2 = -B1). 

[image: image19.jpg]Vamos a ver si podemos deducir cuál de los dos modos, el 1 o el 2, oscila con la frecuencia mayor. Observemos que en el modo  1  la banda central no se estira durante el movimiento, entonces, la fuerza restauradora que ejercen las dos cintas elásticas sobre cualquiera de las dos masas es más pequeña cuando el sistema se mueve en el modo 1 que en el modo 2. En otras palabras la fuerza restauradora por unidad de desplazamiento y unidad de masa es mayor en el modo 2 que en el modo 1. Por lo tanto, el modo 2 oscila con una frecuencia mayor que el modo 1. Se puede mostrar (ver Anexo) que la fuerza restauradora por unidad de longitud y unidad de masa es 3 veces mayor en el modo 2 comparado con el modo 1. En el modo 2, por lo tanto, cada una de las masas oscilará con una frecuencia 
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 veces más grande que la frecuencia de oscilación de las masas en el modo 1.

En la Fig.2 se muestra una de las posiciones extremas de las masas mediante una línea sólida, mientras que la otra posición extrema (a la que se llega un medio ciclo más tarde) se muestra mediante líneas punteadas. Se debe entender que las masa se mueven sinusoidalmente entre estas dos posiciones extremas.
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Figura 10.

 Ilustración del principio de superposición de las 

condiciones iniciales.

 

 

Oscilaciones transversales de más de dos tuercas acopladas. Un sistema de dos masas, en una estructura tipo cadena, tiene dos modos de oscilación transversal, mientras que un sistema de una sola masa tiene un solo modo. Esta observación nos sugiere que una cadena de tres masas puede oscilar de tres maneras diferentes, y que similarmente una cadena de cuatro masas tiene cuatro modos diferentes de oscilación, etc. etc. Esta suposición es correcta como se ilustra en la Fig.3. 

Esta figura muestra lo que llamamos formas de vibración características, o modos normales o simplemente modos de una cadena de tres masas. Remarquemos al pasar que si las tres masas y las bandas elásticas son iguales se puede demostrar que las razones entre las frecuencias de estos modos y la frecuencia  f1 del modo 1 son: 1,000;  1,847 y  2.415. 
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Figura 12

. Gráficas del movimiento de las 

plomadas 

a

 (arriba) y 

b

 (abajo).

 

 

En la Fig.4 se muestra las cuatro formas de vibración de los modos transversales de vibración de una cadena de cuatro masas. 

Notemos la similitud que existe entre las formas del primer modo de oscilación en los tres ejemplos: en todos estos casos se puede decir que la cadena tiene una sola joroba cuando se mueve en su primer modo normal de oscilación. De la misma manera podemos decir que el modo 2 tiene dos jorobas, mientras que los modos 3 y 4 tienen tres y cuatro jorobas, respectivamente. Estamos llamando joroba (antinodo es un nombre más técnico) a la parte de la cadena que ha sufrido un desplazamiento transversal relativamente grande. Notemos también que las jorobas adyacentes a lo largo de la cadena siempre están desplazadas en direcciones opuestas.

En la Fig.5 se muestran las formas características de oscilación de los primeros tres modos de una cadena de un número muy grande de masas idénticas. Estas oscilaciones son de sumo interés porque muestran con bastante exactitud las características de las oscilaciones de una cuerda continua, ya que ésta puede ser pensada como una cadena de miles de moléculas ordenadas en una hilera. Por lo tanto, una cuerda continua puede tener miles de modos. Sin embargo, en la mayoría de las aplicaciones solamente veinte o treinta de estos modos tienen relevancia.

Modos normales de oscilación: un resumen. En general, se encuentra que una estructura tipo cadena formada por una secuencia de bandas elásticas (o resortes) y masas que están amarradas firmemente en sus dos extremos, oscila transversalmente de tantas maneras diferentes (o en palabras más técnicas: en tantos modos normales) como masas haya en la cadena. Vamos a resumir las propiedades de estos modos de oscilación que hemos estudiado y vamos a extender su descripción para abarcar situaciones más generales.

· Cada modo normal de oscilación tiene su frecuencia característica, determinada por la naturaleza y ordenamiento de las masas y resortes.

· Cuando el sistema oscila en uno de los modos, la cadena oscila en la frecuencia característica de este modo en un movimiento armónico simple amortiguado. El tiempo de decaimiento de las oscilaciones es exactamente el mismo para cada una de las masas de la cadena.

· Todas las masas se mueven hacia el mismo lado en el modo de más baja frecuencia, mientras que las masas adyacentes se mueven en direcciones contrarias en el modo de frecuencia más alta.

· Cada modo de oscilación tiene su forma de oscilar característica. En otras palabras, la amplitud de oscilación de cada masa tiene una relación definida con la amplitud de movimiento de las otras masas.

Estas propiedades se aplican a cualquier estructura tipo cadena que está fija en sus dos extremos, aún cuando las masas o las bandas elásticas (o resortes) sean diferentes. Si bien hemos llegado a esta generalización estudiando las oscilaciones transversales de las masas, toda esta discusión puede ser adaptada al caso de oscilaciones longitudinales, o de oscilaciones torsionales, haciendo solamente un cambio menor en algunas palabras.

Superposición de modos. De acuerdo a la forma que se excite un sistema se producirán movimientos más o menos complicados, en los que estarán involucrados un modo, algunos o todos los modos del sistema. Dicho de otra manera las amplitudes de oscilación de los modos que participan del movimiento dependerá de la naturaleza de la excitación inicial.

En esta sección vamos a ver que el movimiento transversal más general de una cadena de dos masas es una combinación de sus dos modos normales de oscilación sinusoidal.
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Cuando se golpea un sistema y luego se lo deja libre, cualquier movimiento posible de éste es una combinación lineal de todos los modos normales de oscilación del sistema. La amplitud con la cual interviene cada modo en esta superposición depende de la manera en que se ha golpeado al sistema.

Para demostrar esta aserción vamos a utilizar un sistema simple de dos masas conectadas con cintas elásticas. Supongamos que se estiran de ambas masas y se las ubica 1cm por arriba de su posición de equilibrio como se muestra en la Fig. 6a. Si ambas masas se liberan simultáneamente en esta posición inicial es claro que ambas masas oscilarán con la frecuencia característica del modo que hemos llamado el modo 1 de un sistema de dos masas en la sección anterior.

Si la frecuencia natural de oscilación del modo 1 es de 10 Hz, el movimiento de las masas  1  y  2  se puede describir matemáticamente de la siguiente forma (el super-índice en estas ecuaciones es para designar el modo) :
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Estiramos ahora la masa  1,  0.3 cm hacia arriba y a la masa  2,  0.3cm hacia abajo como se muestra en la Fig. 6b. Si liberamos simultáneamente ambas masas en estas posiciones (cuya forma coincide con la del modo 2) la oscilación que se produce es sinusoidal a la frecuencia del modo 2. Si  la frecuencia natural de oscilación del modo 1 es de 10 Hz, la frecuencia natural de oscilación del modo 2 es 
[image: image5.wmf]3

x10 = 17,3 Hz  y el movimiento de las masas 1 y 2 puede describirse matemáticamente de la siguiente forma:
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Los experimentos que acabamos de describir muestran que es posible hacer que un sistema oscile solamente en uno de sus modos normales. Sin embargo, para poder lograrlo, debemos ordenar la configuración inicial del sistema para que concuerde exactamente con la forma del modo que deseamos excitar.
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Figura 1.

 Sistemas de dos tuercas unidas con cintas 

elásticas.
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Figura 2

. Los dos modos de oscilación 

transversal de un sistema de dos masas

 

 

Supongamos ahora que estiramos la masa  1  en 1.3cm = 1.0cm + 0.3 cm  hacia arriba y a la masa  2  en  0.7cm = 1.0cm – 0.3cm, también hacia arriba. La configuración inicial que se obtiene es el ordenamiento triangular asimétrico que se muestra en la Fig.7. Si liberamos simultáneamente las dos masas en estas posiciones el sistema se moverá de la forma que se muestra en la Fig.8. Este movimiento es una superposición de los dos modos de oscilación. El modo 1 con una amplitud de 1cm y el modo 2 con una amplitud de 0.3cm. Esta aseveración es una consecuencia del principio de superposición de las condiciones iniciales. Si estas vibraciones fueran audibles, escucharíamos dos componentes en el sonido emitido, una con la frecuencia característica del modo 1 y otra con la frecuencia  característica del modo 2.  La sonoridad (o volumen en el lenguaje cotidiano) de ambas notas dependería de las amplitudes de las dos oscilaciones normales.

El movimiento de las masas  1 y 2  se puede escribir matemáticamente de la siguiente forma:
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Antes de seguir vamos a comentar un hecho interesante que es predecible a partir de la observación de la Fig. 8: en el transcurso del tiempo el sistema de dos masas no mantiene su forma. Lo que comenzó como un triángulo en el instante que lo largamos se transforma instantes después en una línea quebrada muy peculiar que generalmente nunca recobrará su forma original. La causa de este comportamiento es que los dos modos de oscilación tienen frecuencias diferentes. Supongamos que la frecuencia del segundo modo  f2  es exactamente  1,73 veces la frecuencia f1 del modo 1, (esto es aproximadamente válido si las masas y las cintas elásticas son iguales). Entonces, después de transcurrir el tiempo en el que la componente del modo 1, que participa en el movimiento complejo (3), se haya repetido a sí mismo  1.000 veces, la componente del modo 3 habrá realizado exactamente 1.730 ciclos de oscilación. Teóricamente en este tiempo se recobra la configuración inicial y el movimiento volverá a repetirse. Sin embargo, hay algo que hasta ahora no hemos tenido en cuenta: las dos oscilaciones tienen tiempos de amortiguamiento diferentes, y por lo tanto si el movimiento ha comenzado con una relación de amplitudes   A2/A1 = 1/3, ésta relación no se mantendrá después que el modo 1 haya realizado 1.000 ciclos completos. Podemos hacer, por lo tanto, las siguientes generalizaciones:

· Cuando se libera a un sistema desde una configuración inicial que tiene una forma idéntica con uno de los modos naturales de oscilación mantendrá su forma en el transcurso del tiempo. Sus amplitudes se atenúan en el tiempo de vida medio característico de este modo.

· Cuando se libera un sistema desde una configuración inicial que es una mezcla de modos, su forma no se mantendrá en el transcurso del tiempo. 
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Figura 3

. Los tres modos transversales 

 

de una cadena de tres masas

 

 

Experimento. Dos péndulos acoplados. Los modos naturales de oscilación de un sistema pueden ser estudiados con la ayuda del dispositivo que se muestra en la Fig. 9. Se cuelgan dos péndulos largos de un tirante horizontal (tal como el dintel de una puerta) y se los une por medio de un hilo horizontal. Cuando se acoplan dos péndulos idénticos de esta forma, dos de los modos de oscilación posibles son aquellos en los que las tuercas oscilan en ángulo recto a la dirección del tirante que los soporta. En los otros dos modos posibles las oscilaciones tienen lugar en una dirección paralela al tirante soporte. En los dos tipos de oscilaciones en el modo 1 las dos masas se mueven juntos hacia delante y atrás, mientras que en el modo 2 se mueven en oposición.

La diferencia de frecuencia entre los dos modos posibles (tanto para el movimiento paralelo como para el perpendicular a los tirantes) es muy pequeña. Esta diferencia depende del lugar donde se ata el hilo de acoplamiento. Una vez que estas frecuencias hayan sido identificadas y medidas es interesante observar durante un tiempo suficientemente largo el movimiento que tiene lugar cuando se separa sólo uno de los péndulos de su posición de equilibrio y luego se lo libera. Este péndulo comienza su movimiento de oscilación y lentamente el otro péndulo comienza a adquirir el mismo movimiento mientras el movimiento del primero se va haciendo cada vez más pequeña, hasta que finalmente se detiene y solamente oscila el otro. Después de un cierto tiempo este movimiento se invierte nuevamente. Los dos péndulos parecen que toman turno para realizar su movimiento de oscilación.
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Figura 4

. Los cuatro modos transversales de una 

cadena de cuatro masas

 

 

Explicación del experimento. Supongamos que se desplazan ambas tuercas en la dirección perpendicular del tirante y se las ubica a 5 cm de su posición de equilibrio como se muestra en la Fig. 10b. Si a ambas masas se las libera simultáneamente en esta posición inicial es claro que ambas masas oscilarán con la frecuencia característica del modo que llamaremos modo 1. 

Si la frecuencia natural de oscilación del modo 1 es de 2 Hz, el movimiento de las tuercas  a  y  b  se puede describir matemáticamente de la siguiente forma:
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Estiramos ahora la tuerca a, 5 cm hacia adelante y a la tuerca b, 5 cm hacia atrás. Si liberamos simultáneamente ambas tuercas en estas posiciones (cuya forma coincide con la del modo 2) la oscilación que se produce es sinusoidal a la frecuencia del modo 2 (ver Fig.5c). Si  la frecuencia natural de este modo 2 es de 2,2 Hz, el movimiento de las tuercas a y b en este modo puede describirse matemáticamente de la siguiente forma:
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Supongamos ahora que se desplaza la tuerca  a,  10 cm hacia delante mientras que a la tuerca   b  se la mantiene en su posición de equilibrio. La configuración inicial se muestra en la Fig. 10a. Si liberamos a la tuerca  a  el sistema se moverá en una superposición de los dos modos de oscilación. El modo 1 participa en esta superposición con una amplitud de  5 cm, y el modo 2 también con una amplitud de  5 cm. Esta afirmación es una consecuencia del principio de superposición de las condiciones iniciales. El movimiento de las masas a y b, por lo tanto, se puede escribir matemáticamente de la siguiente forma:
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Las Figs.11 y 12 representan el movimiento de las tuercas a y b respectivamente. Al comienzo se observa que la amplitud de la oscilación de a disminuye progresivamente, mientras que la de  b aumenta. Después de transcurrir un tiempo igual a 1/(2(f2-f1)( = 2,5s, la amplitud de la tuerca  a  se anula mientras que la de  b  se hace máxima. En esta situación la energía del movimiento vibratorio se transfiere completamente del péndulo  a  al péndulo  b. Después de transcurrir un tiempo igual a  2/(f2-f1) = 10s el proceso se invierte y la situación se hace idéntica a la situación inicial.
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Figura 5

. Los cuatro primeros modos de oscilación 

de una cadena de muchas masas

 

 

Batido.  Si en  t = 0, la tuerca  a  se retira una distancia  a(0) = A  de su posición de equilibrio y se la suelta mientras la tuerca b se mantiene en su posición de equilibrio, b(0) = 0, el movimiento de las tuercas se describe mediante las ecuaciones
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Si utilizamos identidades trigonométricas referidas al coseno de la suma y la diferencia de dos ángulos, las ecuaciones (7) pueden escribirse de la forma:
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Figura 6

. Dos configuraciones iniciales

 

de una cadena de dos masas.
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Un caso muy interesante se presenta cuando  f2  es poco diferente de  f1, esto es, cuando los dos péndulos están débilmente acoplados. En este caso  (f1 + f2)/2 ( f1. Si hacemos  f = f2 – f1, se tiene que 
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Como  f  es mucho menor que  f1, las dos funciones  a  y  b  pueden ser descritas como funciones sinusoidales del tiempo que varían rápidamente con la frecuencia  f1, y cuyas amplitudes, Acos(2(f/2))  y  Asen(2(f/2)), varían lentamente en el tiempo. Las Figs.  12a y 12b muestran un ejemplo de este tipo de movimiento, para el caso particular en el que  (f1 + f2)/2 = 2,1  y  f = 0,2. Un fenómeno de este tipo se denomina batido. El fenómeno de batido aparece en muchas ramas de la física y de la técnica, en particular, es muy usual en acústica: el oído lo percibe cuando le llegan dos sonidos, cuyas frecuencias son de algunas centenas de Hz pero difieren en algunos Hz. Sin embargo, si la diferencia de frecuencia supera los 5 Hz, el oído no percibe más el batido, sino los dos sonidos por separado.
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cadena de dos masas.

 

 

Anexo. Cálculo de las frecuencias de oscilación de un sistema de dos tuercas. En la Fig.13 se muestra el sistema oscilando en el modo 1. La resultante de la fuerza que actúa sobre la tuerca de masa  m  de la izquierda es
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donde utilizamos el hecho de que en la aproximación de pequeñas oscilaciones  sen ( tan = y/a. La fuerza de restitución es directamente  proporcional a su desplazamiento  y  de la posición de equilibrio.

La frecuencia de oscilación de esta tuerca se puede calcular mediante la receta que formulamos en secciones anteriores:
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Sobre la tuerca de la derecha actúa la misma fuerza, en módulo y sentido, de modo que las dos masas oscilan, en fase, con la misma frecuencia. La ecuación (10) es la frecuencia de oscilación del modo 1.

En la Fig.14 se muestra el sistema oscilando en el modo 2. La resultante de la fuerza que actúa sobre la tuerca de masa  m  de la izquierda es:
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De acuerdo a nuestra receta, la frecuencia de oscilación de esta tuerca viene dada por:
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La fuerza que actúa sobre la tuerca de la derecha tiene el mismo módulo pero de sentido opuesto,  por lo tanto, las dos masas oscilan con la misma frecuencia con una  fase opuesta. La ecuación (11) es la frecuencia de oscilación del modo 2. La frecuencia del modo 2 es, por lo tanto, 
[image: image18.wmf]3

( 1,73  veces más grande que la frecuencia natural de oscilación del modo 1. 
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Figura 8.

 Movimiento complicado del sistema

 

después de dejarlo solo.
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Figura 9

. Sistema de dos péndulos 

acoplados

.
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Figura 13.

 Fuerzas que actúan sobre la masa  

m

 cuando 

el sistema oscila en el modo 1.
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Figura 14.

 Fuerzas que actúan sobre la tuerca de masa m 

cuando el sistema oscila en su segundo modo.
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Figura 1.

 Sistemas de dos tuercas unidas con cintas 

elásticas.
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Figura 2

. Los dos modos de oscilación 

transversal de un sistema de dos masas
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Figura 13.

 Fuerzas que actúan sobre la masa  

m

 cuando 

el sistema oscila en el modo 1.
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Figura 3

. Los tres modos transversales 

 

de una cadena de tres masas
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Figura 9

. Sistema de dos péndulos 

acoplados

.
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Figura 6

. Dos configuraciones iniciales

 

de una cadena de dos masas.
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Figura 7

. Configuración inicial de una

 

cadena de dos masas.
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Figura 5

. Los cuatro primeros modos de oscilación 

de una cadena de muchas masas
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Figura 4

. Los cuatro modos transversales de una 

cadena de cuatro masas
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Figura 12

. Gráficas del movimiento de las 

plomadas 

a

 (arriba) y 

b

 (abajo).
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Figura 10.

 Ilustración del principio de superposición de las 

condiciones iniciales.
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Figura 14.

 Fuerzas que actúan sobre la tuerca de masa m 

cuando el sistema oscila en su segundo modo.
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Figura 10. Ilustración del principio de superposición de las condiciones iniciales.
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Figura 4. Los cuatro modos transversales de una cadena de cuatro masas
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Figura 5. Los cuatro primeros modos de oscilación de una cadena de muchas masas
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Figura 9. Sistema de dos péndulos acoplados.
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Figura 3. Los tres modos transversales 



de una cadena de tres masas
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Figura 7. Configuración inicial de una



cadena de dos masas.
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Figura 8. Movimiento complicado del sistema



después de dejarlo solo.
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Figura 6. Dos configuraciones iniciales



de una cadena de dos masas.
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Figura 1. Sistemas de dos tuercas unidas con cintas elásticas.
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Figura 14. Fuerzas que actúan sobre la tuerca de masa m cuando el sistema oscila en su segundo modo.
















_1075040477.doc


F







y







m







m















a







y







T







0







T







0







Figura 13. Fuerzas que actúan sobre la masa  m cuando el sistema oscila en el modo 1.
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Figura 12. Gráficas del movimiento de las plomadas a (arriba) y b (abajo).
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Figura 2. Los dos modos de oscilación transversal de un sistema de dos masas
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