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	PROPIEDADES DE LOS MODOS NORMALES DE OSCILACIÓN 

DE  N  MASAS ACOPLADAS



INTRODUCCION

En esta sección vamos a analizar con cierta formalidad matemática la descripción cualitativa que realizamos en las secciones anteriores sobre las oscilaciones transversales de un sistema de muchos grados de libertad. 
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En la parte superior de la Fig. 1 se muestra un conjunto de  N  partículas de masa  m   ensartadas en una cinta elástica y separadas una distancia  a. Las partículas se señalan de  1  a  N, los puntos  0  y  N+1  son los dos extremos fijos que pueden también suponerse como si fueran partículas con desplazamiento nulo. Si la tensión inicial de la cuerda es  T y si nos limitamos a desplazamientos transversales pequeños podemos ignorar cualquier aumento de la tensión de la cuerda cuando las partículas oscilan. 

La Fig. 1b muestra un aspecto del sistema de partículas en un cierto instante de tiempo durante su movimiento transversal. A partir de su posición de equilibrio, el desplazamiento transversal de la  partícula  p  es  p(t), donde  p = 1,2,3, ..., N-1,N.

[image: image23.jpg]Consideremos la partícula  p  y sus vecinas  p-1 (de la izquierda) y p+1 (de la derecha). En la Fig. 2  se muestra un diagrama del cuerpo libre de la partícula  p. La fuerza resultante sobre esta partícula es
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Figura 4.

 Posiciones de las partículas en dos instantes de tiempo para el 

segundo modo (

n = 2

).

 


Si los desplazamientos transversales son pequeños (no como los que se muestran en la Fig.) los valores aproximados de los senos son:
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Por lo tanto, 
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Esta fuerza debe ser igual a la masa  m  multiplicada por la aceleración transversal de la partícula  p: 
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Dividiendo ambos miembros por  m  y reordenando, obtenemos
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en donde hemos puesto
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Estudio de dos casos particulares simples. Puede ser interesante considerar los casos especiales de las ecuaciones (1) para  N = 1  y  N = 2. 

Si  N = 1  se tiene
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cuya solución es un movimiento armónico transversal de frecuencia angular  
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= (2T/ma)1/2 (ver sección  ).

Si  N = 2 se tiene
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¿Cómo podemos encontrar las soluciones del sistema de ecuaciones (2)? De acuerdo a lo estudiado en secciones anteriores este sistema de dos masas debe tener dos modos normales. En cada uno de los modos las masas oscilan con la misma frecuencia y fase. Esto es, las ecuaciones que describen el movimiento de las dos masas en uno de sus modos debe tener la forma:
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Veamos si existen valores de   , C1  y  C2  para las cuales estas expresiones sean soluciones de las ecuaciones (2).

Sustituyendo las ecuaciones (3) en las ecuaciones (2) se tiene
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Este es un sistema de dos ecuaciones homogéneas para las amplitudes desconocidas  C1  y  C2. Este sistema tiene soluciones diferentes de la trivial (C1 = 0  y  C2 = 0.) si y solamente si el determinante de sus coeficientes se anula, esto es
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La evaluación de este determinante nos lleva a la siguiente ecuación de segundo grado en  2,
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cuyas soluciones son 
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Podemos obtener ahora la relación entre  C1  y  C2  para cada uno de los modos normales utilizando una cualquiera de las ecuaciones (4). 

Para  1 = 0  obtenemos 

C1 = C2 = A

y, para  2 = 
[image: image16.wmf]3

0,

C1 = B,   C2 = -B.

Las soluciones de las ecuaciones diferenciales acopladas (2) son, por lo tanto:
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Obtuvimos ahora mediante un procedimiento analítico las soluciones para los dos modos de oscilación del sistema de dos masas que analizamos cualitativamente en secciones anteriores. 

Modos normales de  N  osciladores acoplados. Se puede aplicar la misma técnica analítica que utilizamos para el sistema de 2 partículas para resolver las  N ecuaciones diferenciales (1). Para encontrar los modos normales, se buscan soluciones de este sistema en la que cada partícula oscila con la misma frecuencia. Esto es:

p = Cp cos t          (p = 1,2,3, ...,N)                                             (5)

donde  Ap es la amplitud de la partícula  p  y    es la frecuencia común correspondiente  a ese modo. Sustituyendo (5) en el sistema (1) se encuentra que se obtienen soluciones solamente si la frecuencia  w  toma los siguientes valores
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La frecuencia  n  es la frecuencia correspondiente al modo n-ésimo. Para cada una de estas frecuencias (o lo que es lo mismo para cada valor de  n) la amplitud de la partícula  p  es
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El desplazamiento de la partícula  p  cuando el sistema de partículas está oscilando en el modo  n  es

pn = Cpn cos nt                                                          (8)     
Observemos que la amplitud (máximo desplazamiento) de una partícula determinada depende del número que tiene a lo largo de la recta (p) y del número que designa su modo (n).
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Figura 3.

 Posiciones de las partículas para dos instantes de tiempo 

cuando el sistema está oscilando en su modo  

n = 1

.
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Figura 4.

 Posiciones de las partículas en dos instantes de tiempo para el 

segundo modo (

n = 2

).

 

Veamos el aspecto que tienen los diversos modos normales. El primer modo normal viene dado por  n =1. Los desplazamientos de la partícula son:
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Cada una de las partículas  p  oscilan con la misma frecuencia    pero con una amplitud  C1p = A1sen(p/N+1) que es diferente para cada partícula. La curva superior en líneas llenas en  la Fig.3   es la gráfica de  sen(p/N+1), cuando  p  varía continuamente desde  0  a  N+1. Las partículas reales están situadas en los valores discretos  p = 1,2,3, ..., N. En esta gráfica la curva continua sinusoidal es sólo una guía para ubicar a las partículas. Las tiras elásticas que unen las masas, (que no están representadas en estas gráficas), son segmentos rectilíneos que conectan las partículas. En la Fig.  también se muestra a las partículas en la otra posición extrema.  Cuando  t  varía todas las partículas oscilan entre esta dos posiciones extremas con la frecuencia angular  . 

Para el segundo modo, n = 2 y
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Los desplazamientos de las partículas en diferentes instantes de tiempo se indican en la Fig. 4. Si el número de partículas es impar, existe una partícula en el centro de la línea y de ese modo debe permanecer en reposo como se indica en la Fig. 3. Recordemos que  2  difiere de  1 y, por consiguiente, este diagrama oscila con una frecuencia diferente que el anterior, (2 es casi el doble que  1  si  N  es grande).

Contactar a los Autores

weltireinaldo@arnet.com.ar

































� EMBED Word.Picture.8  ���





� EMBED Word.Picture.8  ���





� EMBED Word.Picture.8  ���





� EMBED Word.Picture.8  ���








Las guías aquí presentadas fueron creadas por el Dr. Reinaldo Welti, del Departamento Física de la Facultad de Cs. Exactas, Ingeniería y Agrimensura de la Universidad Nacional de Rosario, Argentina.  

Estas guías pueden reproducirse libre y gratuitamente, con la sola condición de mencionar su procedencia y autoría.

[image: image26.wmf] 

T

 

T

 

F

p+1

 

F

p

-

1

 

a

p

 

a

p

-

1

 

F

p

 

pa

 

(p

-

1)a

 

(p+1)a

 

x

 

 

Figura 2

. Diagrama del cuerpo libre de la 

partícula 

p

.

 

[image: image27.wmf] 

a

 

a

p

 

a

p

-

1

 

F

p+1

 

F

p

-

1

 

F

p

 

N+1

 

N

 

p

 

3

 

2

 

1

 

0

 

N+1

 

1

 

N

 

0

 

p

 

3

 

2

 

(a)

 

(b)

 

 

Figura 1

. (a) Configuración en el equilibrio
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 masas.

 

(b) Configuración general del sistema en un instante  
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Figura 3.

 Posiciones de las partículas para dos instantes de tiempo 

cuando el sistema está oscilando en su modo  

n = 1
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Figura 3. Posiciones de las partículas para dos instantes de tiempo cuando el sistema está oscilando en su modo  n = 1.
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Figura 4. Posiciones de las partículas en dos instantes de tiempo para el segundo modo (n = 2).
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Figura 2. Diagrama del cuerpo libre de la partícula p.
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Figura 1. (a) Configuración en el equilibrio de un sistema de N masas.



(b) Configuración general del sistema en un instante  t.
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