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	ANÁLISIS DE UNA SEÑAL



Señales periódicas. Una función o señal periódica  f(t), es aquella que retoma el mismo valor al cabo de un tiempo característico  T  denominado período, esto es:

f(t + T) = f(t)    cualquiera sea  T
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Figura 13.

 Forma de onda del sonido emitido por una cuerda 

estirada de uno de sus extremos

.

 

tiempo (s)

 

En una señal periódica existe una cierta forma que se repite una y otra vez en cada período  T. Esta forma que se repite una y otra vez se denomina forma de onda de la señal. Para caracterizar la variación en el tiempo de una señal periódica no es suficiente, como en el caso de una simple función sinusoidal, con dar su período  T (o su frecuencia  f = 1/T). Las funciones periódicas con el mismo período  T  pueden tener formas de ondas muy diferentes (ver Fig.1). Surge por lo tanto la pregunta: ¿cómo se puede caracterizar una función periódica?

Un ejemplo bien conocido de señales periódicas no sinusoidales es el de los sonidos complejos.  En la Fig.2 se muestra las variaciones de la presión acústica del aire, (captada por un micrófono y convertida en señal eléctrica) producidas por un violonchelo y una flauta que tocan la misma nota. En las dos trazas observamos la misma periodicidad, pero algunos de sus detalles son muy diferentes y reflejan la diferente sensación que producen en el sentido de la audición estos sonidos: el sonido representado por (b) pone en juego oscilaciones más rápidas y “suena” más agudo.

Construcción de señales periódicas. Tratemos de construir una función periódica, de periodo  T, a partir de las funciones periódicas más simples que conocemos, es decir de los senos y los cosenos. Si a una función sinusoidal de período T  se le suma otra de período  T/n (n entero) la función resultante sigue siendo de período T (una función de período  T/n  es también de período  T). A esta nueva componente se la denomina armónica  de la función de partida. La armónica  n  tiene una frecuencia  fn = nf1  donde  f1 = 1/T.

En conclusión: la superposición de oscilaciones sinusoidales de frecuencia  f1 ,  f2 = 2f1,  f3 = 3f1, ... fn = nf1, es una función periódica de período  T = 1/f1 . La frecuencia más baja se denomina frecuencia fundamental y la frecuencia  fn = nf1 es el armónico  n  de la frecuencia fundamental. 
Ejemplo. La superposición de oscilaciones sinusoidales de frecuencias  f1 = 1 Hz, f2  = 2f1 = 2 Hz, f3  = 3f1 = 3 Hz,  etc. es una función periódica de período  T = 1/f1 = 1s, pues en ese intervalo de tiempo, la oscilación fundamental completa exactamente un ciclo, dos la segunda componente, tres la tercera y así siguiendo (ver Fig.3). Como cada componente completa un número entero de ciclos cada  1 s, la superposición completa se repetirá después de transcurrido 1 s. Una oscilación de  1.5 Hz, hace 1,5 ciclos en 1 s y, por lo tanto, si la agregamos a la superposición ésta no se repetirá cada  1 s.

Teorema de Fourier. El argumento de la sección anterior nos lleva a pensar que toda función periódica de período  T  puede representarse como una suma de funciones sinusoidales de período  T/n (donde  n  es un número entero mayor o igual que 1). Esta proposición ha sido demostrada por Fourier (matemático francés del siglo XIX). El enunciado del teorema de Fourier es el siguiente:

Cualquier función periódica  f(t) de período T, siempre que cumpla con ciertas condiciones, puede considerarse como la superposición de oscilaciones sinusoidales   puras de frecuencias crecientes fn = nf1, múltiplos enteros de la frecuencia  f1 = 1/T denominada frecuencia fundamental:
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Figura 15

. En la izquierda se muestra una señal “pseudo periódica” de 

50 Hz

 que 

tiene una duración temporal de aproximadamente  

0,1s

 y a la derecha se muestra el 

espectro de esta señal.

 

s

 

Hz

 


Esta descomposición es única: existe un solo conjunto de armónicos que sumados reproducen la forma de onda.
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Figura 11.

 Forma de onda del sonido emitido por  una cuerda 

que ha sido estirada en su punto medio.
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Figura 12.

 Espectro del sonido de una cuerda de guitarra que ha 

sido estirada de su punto medio

 

frecuencia (Hz)
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Figura 10.

 Representación esquemática de una transformada discreta de Fourier.

 

 

La señal armónica que se obtiene superponiendo un conjunto de armónicos no depende solamente de las amplitudes  An  de cada una de las componentes sino también de sus fases relativas n. En las figuras 4a y 4b  se muestra la superposición lineal de tres armónicos sucesivos, de frecuencias 1 Hz, 2Hz y 3Hz respectivamente, con las mismas amplitudes pero con fases diferentes: observemos que el aspecto de la curva, (la forma de onda), se modifica mucho.

El teorema de Fourier (cuya demostración se dará en el curso de matemáticas) precisa el procedimiento que debe seguirse para hallar las amplitudes  An  y las fases  n  si la función  f(t)  es conocida. 

Espectro de la señal. La gráfica de las amplitudes  An  en función de  n  se denomina espectro de la señal. Una simple observación de esta gráfica muestra cuáles son las frecuencias más importantes en la composición de la señal. En la Fig.5 se muestran los espectros de los sonidos de las figuras 2a y 2b.

Una forma de onda de mucho interés para los físicos e ingenieros es aquella que está formada por los armónicos impares  1, 3, 5, 7, ... con amplitudes relativas  1, 1/3, 1/5, 1/7, ... todos con la misma fase, esto es:
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Esta forma de onda se denomina onda cuadrada. En la Fig.6a se muestra la suma de los tres primeros términos de esta serie y en la Fig.7a la suma de los seis primeros términos. Se observa cómo la aproximación mejora cuando más términos se usan. Que la aproximación mejora significa que la suma se aproxima cada vez más a la forma de una onda cuadrada. 

Otra forma de onda importante se obtiene sumando los armónicos  1, 2, 3, 4, ... con amplitudes relativas  1, 1/2 1/3, 1/4 ... todos con la misma fase, esto es:
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[image: image10.wmf]Figura 8.

 Ejemplo de una señal compleja cuyo contenido en 

frecuencia es difícil de precisar por medio de su forma de onda.

 

Esta forma de onda se denomina diente de sierra. En las figuras 6b y 7b se muestran, respectivamente,  la suma de los tres primeros y los seis primeros términos de la serie (2).
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Figura 14

.

 Espectro del sonido emitido por una cuerda 

estirada en uno de sus extremos.

 

Análisis espectral. Cualquier señal puede describirse, tanto en el dominio del tiempo, como en el dominio de la frecuencia. La Fig.2  muestra representaciones en el dominio del tiempo de señales complejas y en la Fig.5 se muestra la representación de estas mismas señales en el dominio de la frecuencia. La representación en el dominio del tiempo de una señal se denomina “forma de onda” de la señal, y a la representación en el dominio de la frecuencia “espectro de la señal”.

Es muy difícil precisar cuáles son las frecuencias más importantes que intervienen en la  composición de una señal  a partir de una simple inspección de la representación en el dominio del tiempo, sin embargo, éstas se observan claramente en la representación de la señal en el dominio de la frecuencia. En la Fig.8 se muestra la gráfica en el dominio del tiempo de una señal compleja que consiste en la superposición  de dos señales armónicas de frecuencias 50  y 120 Hz  con una señal que varía aleatoriamente en el tiempo. Una señal cuya amplitud varía aleatoriamente en el tiempo se denomina 

ruido. En la Fig.8 es imposible determinar la existencia de estas dos componentes armónicas. Sin embargo, en la representación en el dominio de la frecuencia (Fig.9), se distingue claramente la existencia de las dos ondas armónicas de frecuencias 50 y 120 Hz. 

Se denomina análisis espectral el proceso por medio del cual se convierte la representación en el dominio del tiempo de una señal (que es la representación que se obtiene directamente en los equipos de medición o de registro) a una representación en el dominio de la frecuencia que muestra las diferentes frecuencias que contribuyen o participan en la señal.

La representación completa en el dominio de las frecuencias de una señal consta de dos partes. El espectro de amplitud contiene información acerca de la amplitud de cada componente de frecuencia en la señal. El espectro de las fases contiene información acerca de las fases relativas entre las diferentes componentes. En muchas aplicaciones (por ejemplo en acústica) el espectro de fase no tiene interés  práctico. Por este motivo y además para no complicar nuestra discusión daremos ejemplos solamente de espectros de amplitud. En lo que sigue, por lo tanto,  cuando hablemos de espectro nos referimos solamente al espectro de magnitudes. 

[image: image12.wmf]Figura 9. 

Espectro de la señal compleja de la figura 7

 

La transformada de Fourier es una herramienta matemática que convierte la representación de la señal en su dominio temporal a una representación en el dominio de la frecuencia, o sea su espectro. Cuando la señal y el espectro se representan como  muestras digitales discretas, se utiliza una versión de la transformada de Fourier denominada transformada discreta de Fourier (DFT). La entrada a la DFT es una secuencia finita de valores – los valores de amplitud de la señal – muestreada (digitalizada) en intervalos de tiempo regulares iguales a t. La salida es una secuencia de valores que especifican las amplitudes de una secuencia de componentes discretas de la frecuencia, también igualmente espaciadas desde  0 Hz  a la mitad de la frecuencia de muestreo. La mayoría de los analizadores de espectro, para hacer esta operación, utilizan un algoritmo conocido como transformada rápida de Fourier (FFT).

En la Fig.10 se muestra esquemáticamente a la trasformada discreta de Fourier (DFT) como una caja negra. La entrada a la DFT es una secuencia de valores digitalizados de la amplitud  (x0, x1, x2, ... , xN-1) en  N  instantes de tiempo separados entre sí por el intervalo  t. La salida es una secuencia de valores de amplitud (A0, A1, A2, ... , AN/2-1)  en  N/2  frecuencias discretas. La frecuencia más alta, fN/2-1 = 1/2t) es igual a la mitad de la frecuencia de muestreo  fm = 1/T. 
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Figura 7

. Suma de los seis primeros términos: (a) de la  

serie 1,(b) de la serie 2.

 

 

Ejemplo: Formas de onda y espectros de una cuerda de guitarra estirada en su punto medio y en su extremo.

La Fig.11 es la forma de onda del sonido emitido por la cuerda de una guitarra que ha sido estirada en su punto medio. La Fig.12 es el espectro de ese sonido. La Fig.13 muestra la forma de onda del sonido emitido por una cuerda de guitarra que ha sido estirada  en uno de sus extremos y la Fig.14 su espectro.
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Figura 6

.

 Suma de los tres primeros términos: (a) de la  serie 1,

 

(b) de la serie 2.

 

 

Examine las formas de onda: ¿Cuál es el período de la señal en cada caso? ¿Cuál es la frecuencia de la fundamental en cada caso?

Examine ahora el espectro de las formas de ondas: A partir de las gráficas encuentre las frecuencias de la fundamental. ¿Concuerda con lo que calculó a partir de las gráfica de la forma de onda?  ¿A partir de sus espectros cuál de los dos sonidos será más agudo? ¿Concuerda esto con su intuición? 
Observe que la cuerda que ha sido estirada en su centro tiene armónicos impares (1,3,5) intensos y armónicos pares (2,4) débiles. ¿Puede explicar porqué?
Señales no periódicas. Pulsos. En las secciones anteriores hemos mostrado la gran utilidad de la serie de Fourier para el estudio de las señales periódicas. Sin embargo, muchas señales interesantes no son necesariamente periódicas como por ejemplo un pulso que tiene una duración finita en el tiempo. ¿Se puede todavía hablar de armónicos y de espectros de frecuencia para una señal impulsiva?. La respuesta es afirmativa. 

Si la señal es periódica su espectro varía de manera discreta, tiene componentes solamente en frecuencias que son múltiplos enteros de una frecuencia  f1  denominada frecuencia fundamental. El espectro de una señal no periódica es, sin embargo, un espectro continuo. El intervalo de frecuencias en el cual la amplitud del espectro es relativamente fuerte es el ancho de banda de frecuencia de la señal en el dominio de la frecuencia. Si  t  es la [image: image15.wmf] 
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Figura 5

.

 Espectros de los sonidos de la figura 2: 

(a) arriba, y (b) abajo.

 

 

duración temporal del pulso, entonces el ancho de banda en frecuencia  f  de las componentes armónicas que deben superponerse para crear el pulso es
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Esta relación general (cuya demostración no la daremos) es independiente de los detalles que caracterizan la forma exacta del pulso, es suficiente con que sea diferente de cero en un intervalo de tiempo limitado de duración  t.
[image: image16.wmf] 

0

 

1

 

2

 

3

 

T = 1

 

s

 

Figura 4b.

 Suma de las funciones sinusoidales:
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En la parte izquierda de las Figs. 15 y 16 se muestran dos formas de onda “pseudo periódicas” con una frecuencia de 50 Hz: la primera se extiende solamente sobre un intervalo de tiempo de aproximadamente 0.1s (la señal en ese intervalo de tiempo realiza solamente dos o tres oscilaciones completas), mientras que la segunda se extiende sobre un intervalo de 0.4s (la señal en este intervalo de tiempo realiza aproximadamente 12 oscilaciones comple-tas). A la derecha de ambas figuras se muestran la representación espectral de estas señales. El espectro de amplitudes en los dos casos es una función continua cuyo máximo está en 50 Hz. El espectro de la señal de la Fig.15, que tiene una duración temporal 4 veces menor que la señal de la Fig.16, tiene un ancho de banda cuatro veces mayor, de acuerdo a lo que predice la Ec.(3). Si la duración del pulso se hace muy grande (de varios segundos en este caso) el pulso se aproximará cada vez más a una señal periódica, su espectro se centrará en 50 Hz (donde su amplitud se hace muy grande) y su ancho de banda en frecuencia tiende a cero. 

Contactar a los Autores
weltireinaldo@arnet.com.ar
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Figura 3
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Figura 2

. Presión acústica del aire para dos sonidos de la misma 

altura pulsados por dos instrumentos musicales diferentes.
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Figura 16

. En la izquierda se muestra una señal “pseudo periódica” de 

50 Hz

 que 

tiene una duración temporal de aproximadamente  

0,4s

 y a la derecha se muestra el 

espectro de esta señal.
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 Señales periódicas del mismo período  T
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Figura 2

. Presión acústica del aire para dos sonidos de la misma 

altura pulsados por dos instrumentos musicales diferentes.
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Figura 5

.

 Espectros de los sonidos de la figura 2: 

(a) arriba, y (b) abajo.
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Figura 6

.

 Suma de los tres primeros términos: (a) de la  serie 1,

 

(b) de la serie 2.
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Figura 7

. Suma de los seis primeros términos: (a) de la  

serie 1,(b) de la serie 2.
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Figura 3
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Figura 10.

 Representación esquemática de una transformada discreta de Fourier.
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 Espectro del sonido de una cuerda de guitarra que ha 

sido estirada de su punto medio
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Figura 11.

 Forma de onda del sonido emitido por  una cuerda 

que ha sido estirada en su punto medio.
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50 Hz

 que 

tiene una duración temporal de aproximadamente  

0,4s

 y a la derecha se muestra el 
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Figura 14

.

 Espectro del sonido emitido por una cuerda 

estirada en uno de sus extremos.
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Espectro de la señal compleja de la figura 7
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 Ejemplo de una señal compleja cuyo contenido en 

frecuencia es difícil de precisar por medio de su forma de onda.
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Figura 12. Espectro del sonido de una cuerda de guitarra que ha sido estirada de su punto medio
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Figura 14. Espectro del sonido emitido por una cuerda estirada en uno de sus extremos.
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Figura 3. Las oscilaciones de frecuencias f1 = 1 Hz, f2 = 2 Hz y f3 = 3 Hz, son funciones periódicas de período  T = 1/f1 = 1 s, pues en ese intervalo de tiempo las tres completan un número entero de ciclos.
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Figura 16. En la izquierda se muestra una señal “pseudo periódica” de 50 Hz que tiene una duración temporal de aproximadamente  0,4s y a la derecha se muestra el espectro de esta señal.
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Figura 15. En la izquierda se muestra una señal “pseudo periódica” de 50 Hz que tiene una duración temporal de aproximadamente  0,1s y a la derecha se muestra el espectro de esta señal.
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Figura 13. Forma de onda del sonido emitido por una cuerda estirada de uno de sus extremos.
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Figura 10. Representación esquemática de una transformada discreta de Fourier.
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Figura 11. Forma de onda del sonido emitido por  una cuerda que ha sido estirada en su punto medio.
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Figura 8. Ejemplo de una señal compleja cuyo contenido en frecuencia es difícil de precisar por medio de su forma de onda.
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Figura 9. Espectro de la señal compleja de la figura 7
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Figura 4b. Suma de las funciones sinusoidales:



cos(2t) + 0.5cos(4t + /3) + 0.25cos(6t + /3).
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Figura 4a. Suma de las funciones sinusoidales:



cos(2t) + 0.5cos(4t) + 0.25cos(6t).
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Figura 6. Suma de los tres primeros términos: (a) de la  serie 1,



(b) de la serie 2.
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Figura 7. Suma de los seis primeros términos: (a) de la  serie 1,(b) de la serie 2.
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Figura 5. Espectros de los sonidos de la figura 2: (a) arriba, y (b) abajo.
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Figura 1. Señales periódicas del mismo período  T
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Figura 2. Presión acústica del aire para dos sonidos de la misma altura pulsados por dos instrumentos musicales diferentes.
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