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Resumen. En este articulo se deducen las ecuaciones que describen el comportamiento de las
ondas superficiales de gravedad en un fluido, partiendo de las ecuaciones de Euler para un
fluido ideal.

Introduccion. Las ecuaciones basicas para el estudio de las ondas de gravedad en un fluido
ideal (no viscoso) son:

la ecuacion de Euler:

ou
P(EJF(UV)Uj:—Verpg (1)
y, la ecuacion de conservacion de la masa:
aa—’to+v.(pu)=0 2)

En estas ecuaciones p es la densidad de masa, p la presion, ¢ la aceleracion de la gravedad y u
la velocidad de un elemento de fluido.

En (1) el segundo miembro es la fuerza por unidad de volumen causada por la presion y el
campo gravitatorio y el primer miembro es la densidad de volumen por la aceleracion del
elemento de volumen. Esta aceleracion esta compuesta por dos términos: el primero es la
aceleracion local y el segundo la aceleracion convectiva.

Si el fluido es incompresible, p= cte., y la ecuacion de conservacion de la masa se reduce a
Vu=0 3)

Si la amplitud de la onda 4 es pequeia comparada con la longitud de onda, se puede despreciar
el término convectivo (U.V)U comparado con ou/ot. En efecto, en un tiempo del orden del
periodo T las particulas del fluido recorren una distancia del orden de la amplitud 4 de la onda.
La velocidad es entonces del orden de u # A/T. La escala temporal de variacion de u es Ty la
escala espacial de su variacion (en la direccion de propagacion) es la longitud de onda A.
Luego, |0u/dt| ~ w/T 'y |(u.V)u| ~u’/A. El término convectivo sera despreciable frente a 6u /ot
si se cumple

|(u.V)u| _ u*/2 4

| ower | u/T =7 <! )

En el caso de ondas de gravedad, en aguas poco profundas, ademas de la escala espacial A en la
direcciéon de propagacién hay una escala espacial /& perpendicular a la direccion de
propagacion. En este caso el término convectivo se puede despreciar si ademas de la condicion
(4) se cumple que
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Después de despreciar el término convectivo, la ecuacidén de Euler se reduce a
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donde el eje z es vertical y positivo en la direccion hacia arriba.
Si tomamos el rotor de (6) obtenemos:
a(Vxu)
ot

=0 (7)

y, por lo tanto, Vxu = cte. Pero como en un movimiento oscilatorio el promedio temporal de u
es cero, Vxu = cte. implica que la constante debe ser cero, por lo tanto:

Vxu=0 (8)

Como el campo de velocidades U es irrotacional, puede escribirse bajo la forma del gradiente
de una funcién escalar, que designaremos por @,

u=Vvao 9)
Si introducimos esta ecuacion en (3) obtenemos,
V=0 (10)

que es la ecuacion de Laplace para el potencial @. Se debe asociar a esta ecuacion las
ecuaciones de contorno sobre el fondo del recipiente y sobre la superficie libre del fluido.

Condiciones de contorno y relacion de dispersién. Si introducimos (9) en (6) obtenemos:

V(a—¢+£+gzj=0 (11)
o p
Esta ecuacion implica que
Ly gz=f(1) (12)
o p

donde f(?) es una funcion arbitraria del tiempo. La funcion f{z) puede, sin pérdida de generalidad,
s igualarse a cero. En efecto, como la velocidad estd

z . .
determinada por las derivadas de @ con respecto a las
coordenadas, se puede sumar a @ una funcion

superficie libre en reposo | cualquiera del tiempo. Reemplazando @ por @ + j
. f(t)dt, se obtiene cero en el segundo miembro de la
x igualdad (12).

P=Po

5 océano Vamos a indicar con C(x ,y, f) la coordenada z de un
punto de la superficie perturbada. En el equilibriq § = 0,

de modo que C . representa el desplazamiento vertical
de la superficie debido a las oscilaciones. Supongamos
. . ] que sobre la superficie libre de un océano de
Figura 1. Superficie libre de un océano de . . .,
e profundidad % (ver figura 1) se ejerce una presion
constante py (la presion atmosférica). Entonces por la
(12) se debe cumplir, en la superficie libre del fluido, la condicion de contorno

v
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Si reemplazamos el potencial @ por @ + (py/p)t, no cambia el campo de velocidades y la
ecuacion (13) se escribe de la forma:



oD
ge‘——j =0 (14)
o ),y

Si la amplitud de la onda es pequeia, también es pequeno el desplazamiento de la superficie del

fluido . Por consiguiente, podemos calcular la componente vertical de la velocidad del
movimiento de los puntos superficiales despreciando los términos convectivos, esto es

og
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Por otro lado
oD
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Esto es,
8_@} :8_4“ (17)
82 Z=§ 5t

Sustituyendo en esta ultima ecuacion a la funciéon £ que se obtiene de (14), encontramos que:
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Como las oscilaciones son pequefias, podemos evaluar la cantidad entre paréntesis en z = () en
vez de z =(, con lo que finalmente la condicion de borde en la superficie libre es

2
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En el fondo del fluido la componente normal de la velocidad debe ser nula, es decir que
uzza—(p:O en z=—h (19)
0z

El potencial de velocidad. El sistema de ecuaciones que determina el movimiento de la onda
de gravitacion son: la ecuacion de Laplace (10) y las condiciones de borde (18) y (19).

Para simplificar, buscamos una onda sinusoidal de gravitacion que se propaga a lo largo del eje
x y que es uniforme a lo largo del eje y. En una onda de este tipo, ninguna magnitud depende
de la coordenada y. Podemos proponer, entonces, como solucion de nuestro problema a

@zcos(a)t—kx)f(z), (20)

donde @ es la frecuencia angular de la onda, 7 = 27/ es el periodo del movimiento en el
tiempo en un punto del espacio, & es el vector de onda, A = 27/k es la longitud de onda, es decir
el periodo de variacion del movimiento a lo largo del eje x (en un instante dado). Sustituyendo
en la ecuacion de Laplace

2 2
vigp -2 ‘f+a—f=o 1)
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se obtiene que:
2
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Esta ecuacion tiene por soluciones e~ y e ™, de modo que la solucién general para el
potencial de velocidades es

@ = cos(wrt — kx) {Aekz +BeF } (23)

La condiciéon de contorno (19) nos permite deducir la relacion entre las constantes 4 y B de
modo que la (23) se puede escribir de la forma:

@ = @ cos(wt — kx)coshk(z + h) (24)

donde @, = 24 si reemplazamos (24) en la condicién de contorno (18) se deduce la
siguiente relacion (denominada relacion de dispersion) entre k'y @:

w? = gk tanh kh (25)

Como w=2a/T y k= 2n/, obtenemos para la velocidad de fase V' la expresion:
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Movimiento de la superficie libre del fluido. Si reemplazamos (24) en (17) podemos
encontrar la ecuacion para la superficie libre del fluido,

%—f = k@ senh(kh)cos(wt — kx) 27
Integrando,
()
¢ = k2 senh(kh)sen( wt —kx) (28)
1)

Sicon 4 designamos la amplitud de la onda de superficie, se tiene que:

Aw

PO = senh( k) (29)

Reemplazando (29) en (1.24) obtenemos finalmente la siguiente expresion para el potencial de
velocidad;
@ Awcoshk(z + h)

Tt senh(ih) cos(ot — kx) (30)

En esta ecuacion aparece explicitamente la amplitud 4 de la onda de superficie.

Las trayectorias de las particulas. El campo de velocidades se calcula facilmente a partir
del potencial (30),

0D  Awcoshk(z+h)
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Las trayectorias x(?) y z(¢) de las particulas de fluido, conociendo su posicion xpy zgpen ¢t = 0, se
obtiene integrando las ecuaciones diferenciales:
dx Awcoshk(z+h)
dt senh(kh)
dz _ Awsenhk(z+h)
dt senh(kh)

sen(wt —kx)
(32)

cos(wt —kx)



No es simple resolver rigurosamente estas ecuaciones diferenciales. Si la amplitud de los
desplazamientos de la particula alrededor de su posicion de equilibrio es pequefia comparada
con la longitud de onda, podemos reemplazara x y z por xy y zy en los segundos miembros
de las ecuaciones (32). En esta situacion la integracion es inmediata, obteniéndose:

B Acoshk(zy +h)
senh(kh)
Asenhk(zy+h)

=zy + sen( ot — kx
=0 senh(kh) ( 0/

X=X cos(wt —kx )

(33)

Si definimos

(aJ _ A (cosh k(zy+ h)J (34)
b senh(kh)\ senhk(zo +h)

se obtiene

(x—x0)% (z-20)%
2 + bz -

1 (3%5)
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La trayectoria a cualquier profundidad es una elipse. Tanto el eje horizontal (mayor) y vertical
(menor) de la elipse disminuye mondtonamente con la profundidad. El eje menor disminuye
hasta cero en el lecho del océano (zo = —h), y la elipse se convierte en un segmento horizontal.

Cuando ax — kxy = 0, se tienex —xp =-a y z—zy = 0 . Un cuarto de periodo mas tarde, ar — kx,
=2, x—xp=0 y z—zy=+b. Por lo tanto, a medida que transcurre el tiempo la particula
recorre la orbita eliptica en el sentido de las agujas del reloj.

De la ecuacion (34) se encuentra que el eje mayor de la elipse sobre la superficie del océano (zg
= ()), para una onda de agua poco profunda, k2 <</, es del orden de (44/27h). En alta mar, este
eje es mucho menor que la longitud de onda, sin embargo en el litoral se hace comparable a la
longitud de onda. Para un tsunami la longitud del eje mayor puede ser de varios kildmetros.

La velocidad de las particulas de agua sobre la superficie del mar (zy = 0), para una onda de
aguas poco profundas es del orden de Aw /(kh) = (A/h)VE. Para un tsunami, en alta mar, esta
velocidad es del orden de 10 cm/s y en el litoral de 10 m/s.

La velocidad de las particulas de agua, como la gran longitud del eje horizontal de sus
trayectorias en las proximidades del litoral explican porqué el tsunami lleva a la playa
sedimentos del lecho marino, restos de naufragios y otros objetos sumergidos.

Energia y transporte de energia. La densidad de energia cinética instantinea e. de un
elemento de volumen, alrededor del punto x, z, es

L (2, 2
€c zap(“x 'H"z)

pAza)2 2 2 2 2
=—2[cosh k(z+h)sen”(wt—kx)+ senh“k(z+h)cos (a)t—kx)]
2senh” (kh)
y su promedio temporal <e> es
2 2
<e,>= P4 Zw coshzk(z+h)+senh2k(z+h)] (36)
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La energia cinética promedio <E.> por unidad de longitud a lo largo del eje x y unidad de
longitud a lo largo del eje y, (es decir por unidad de superficie) se obtiene integrando (36) desde
z=—h hasta z=0.
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Si tomamos como nivel cero para la energia potencial la superficie z = 0, la densidad de energia
potencial instantdnea e, de un elemento de volumen que estd a una altura z es

e, =pgz

La energia potencial instantanea por unidad de area es
< 1
2
E, =pg_[zdz=ngg“
0
El promedio en el tiempo de la energia potencial es, entonces

12
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La energia media total es

1 7 1 s 1 2
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Observemos que la energia media total se divide por igual entre la energia cinética y potencial.

Flujo de potencia en aguas poco profundas. Como en aguas poco profundas, las ondas
son no dispersivas, esto es, la velocidad con la que se propaga la energia coincide con la
velocidad de fase, el flujo de potencia medio < / > (energia que atraviesa la unidad de area en la
unidad de tiempo) viene dado por

<I>=<E>Vg =%pg3/2A2h1/2 (40)

Si la profundidad del océano disminuye lentamente cuando la onda se acerca al litoral
practicamente no se produce ninguna reflexion de la onda. Disminucién lenta significa que la
longitud de onda es pequefia comparada con la dimension de la zona donde se produce la
transicion del alta mar al litoral. Si no hay disipacion ni reflexion la intensidad media de la
onda, < /> se mantiene constante mientras se propaga hacia el litoral. Esto significa que

APhY? = cte. (41)

Esta ecuacion implica que la amplitud de la onda de aguas poco profundas aumenta su amplitud
a medida que se acerca al litoral.
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